
1 v aZ 

von Kramers,wenn noch—— > 1 vorausgesetzt wird. 

Zu r Darstel lung des Funkt ionsver laufs von g" 
in Abhängigkeit von a Z / ß spalten wir (33) auf in 

1 / 3 f v ) 
1 9 ' 

wobei 

<P(|«i|) = <P (-—-) - C + R 6 y> (i |%|) 

(35) 
_ V^ 1»! I 2 

« (W2 -j- j % I 2) 

Man kann leicht einige Werte von $ berechnen 
und erhält dann die in Abb. 1 wiedergegebene 
Kurve. Zum Vergleich ist die entsprechende klas-
sische Kurve 

, ^ , « Z 
«I»' = C + In —— p 

mit eingezeichnet. Man erkennt beispielsweise, daß 
die klassische Formel noch bis zu ziemlich klei-
nen Werten von a Z / ß praktisch gültig ist; die 
Abweichungen sind f ü r a Z / ß = l noch kaum 
merklich. Dieser Wert entspricht etwa der Strah-
lung der Milchstraße. Man hat bei ihrer Berech-
nung also konsequenterweise nicht die Gaunt-

Mauesche Formel, sondern die klassische zu ver-
wenden. Hierauf wird in einer Berichtigung zu 
Unsölds Arbeiten über die Theorie der Radio-
frequenzstrahlung 1 6 näher eingegangen. 

gestrichelte K u r v e = In a Z / ß + C. 

Die vorstehenden Rechnungen sind im A n s c h l u ß an 
Geheimrat S o m m e r f e l d s A r b e i t e n über das konti-
nuierliche R ö n t g e n s p e k t r u m entstanden. D e r V e r f . er-
laubt sich daher, sie seinem v e r e h r t e n L e h r e r in dank-
barer E r i n n e r u n g an seine Münchener Studienzei t zum 
80. G e b u r t s t a g e zu widmen. 

16 G. B u r k h a r d t , G . E h v e r t u. A . U n s ö 1 d , 
Z. A s t r o p h y s i k , im Erscheinen. 

Die Innentemperaturen der überdichten Zwerge und das Auftreten 
von Bose-Entartung 

V o n L U D W I G B I E R M A N N 

A u s dem Max-Planck-Inst i tut f ü r P h y s i k , Göt t ingen 

(Z. Naturforschg. 3 a, 481—485 [1948]; eingegangen am 4. August 1948) 

D i e T e m p e r a t u r des Inneren der überdichten Sterne unterhalb der Hauptre ihe im 
F a r b e n h e l l i g k e i t s d i a g r a m m w i r d mit den Mitteln der Theor ie des S t e r n a u f b a u s unter-
sucht. F ü r die Sterne sehr g e r i n g e r L e u c h t k r a f t ( < 10—1 der jenigen der Sonne) finden 
sich W e r t e um 1 Mill ion Grad. Im V e r e i n mit der ü b e r a u s hohen Dichte b e w i r k t dies Ent-
a r t u n g (im Sinne der statistischen Mechanik) nicht nur der f r e i e n Elektronen, sondern 
auch der leichtesten Atomkerne. 

Bis vor etwa zehn Jah ren waren n u r wenige 
überdichte Sterne bekannt, die damals als 

„weiße Zwerge" bezeichnet wurden, da sämtliche 
untersuchten Exemplare eine Oberflächentempera-
tur von etwa 8000° oder mehr aufwiesen. Inzwi-
schen1 hat man aber unter den Sternen großer 

Eigenbewegung eine größere Anzahl absolut sehr 
lichtschwacher Sterne aller Fa rben gefunden, so 
daß die f rühere Bezeichnung offenbar nicht mehr 
anwendbar ist. Da ihr wesentliches Charakterist i-

1 S. Ber icht in der H i m m e l s w e l t 55, 80 [1947] (nach 
L u y t e n , Monthly Astronom. N e w s l e t t e r s 31) . 
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kum die überaus hohe Dichte ist (überaus hoch im 
Vergleich zur Dichte irdischer Stoffe), seien sie 
hier als „überdichte Zwerge" bezeichnet. 

Um einen quantitativen Anhalt f ü r die vorkom-
menden Dichten zu gewinnen, bemerken wir, daß 
in allen Fällen, wo es sich um Glieder eines 
Doppelsternsystems handelt, die Massen sich zu 
größenordnungsmäßig einer Sonnenmasse M@ er-
geben haben (meist Va bis I M © ) . Auch die Theorie 
des inneren Aufbaus verlangt f ü r Sterne dieser 
Dichten Mhssen um 1M@ 2 ; sonst ist kein hydro-
statisches Gleichgewicht möglich. Der Unterschied 
der absoluten Helligkeit gegen die der Sonne be-
trägt oft um 10m und anscheinend in Einzelfällen 
bis zu 15m. Dies ergibt bei gleicher Fa rbe ein Ver-
hältnis der Radien R von 1 :100 bzw. 1:1000, mitt-
lere Dichten der Ordnung 106 bzw. 109 (die mitt-
lere Dichte der Sonne beträgt 1,4 g/cm3) und Werte 
der Schwerebeschleunigung g an der Oberfläche 
von 104—106 0© ( 0 0 = 2,7-104 cm/sec2). 

F ü r die Beurtei lung des physikalischen Zu-
stands dieser Sterne, insbesondere im Hinblick auf 
das Auftreten von Enta r tung (im Sinne der stati-
stischen Mechanik)3 der Atomkerne und von Kern-
prozessen, ist es nun wichtig, ihre Innentempera-
turen zu kennen. Die Untersuchung der zunächst 
bekannten weißen Vertreter dieser Klasse führte 
auf Temperaturen der Ordnung 107 Grad. Der 
Temperaturanstieg von der Oberflächentempera-
tur bis zur Innentemperatur erfolgt praktisch ganz 
in der dünnen, nicht entarteten Außenzone des 
Sterns. Sobald die En ta r tung einsetzt, wird die 
Wärmeleitfähigkeit der freien Elektronen so groß, 
daß man nahezu isotherme Verhältnisse hat. 

Die genannten Untersuchungen der Tempera-
turverhältnisse bezogen sich auf Sterne vom Typus 
der zuerst bekannten überdichten Zwerge, f ü r die 
etwa der Begleiter des Sir ius als Prototyp gelten 
mag. F ü r die Sterne ge r inge re r Leuch tk ra f t 
ändern sich die Verhältnisse aber sehr erheblich. 

Um einen vollständigen Überblick über die 
Druck-Temperatur-Beziehung („Weggleichung") 
in den äußeren Teilen der Sterne zu bekommen, 
betrachten wir zunächst das Diagramm Abb. 1 mit 
den Koordinaten log P (P Gesamtdruck) und 
log Pß (bzw. log T ; Pß ist der Strahlungsdruck, 

2 S. hierzu C h a n d r a s e k h a r , Introduction to 
the Theory of Stellar Structure, Chicago 1938. 

3 S o m m e r f e l d , Z. Phys ik 47, 1 [1928]; F o w l e r , 
Monthly Notices Roy. astronom. Soc. 87, 114 [1926]. 

4 Beim Vergle ich mit den entsprechenden Diagram-
men bei H u n d , Ergebn. exakt. Naturwiss. 15, 189 

T die Temperatur) . Die Drucke sind in dyn/cm2 

gerechnet4 . Eingetragen ist l inks oben die Grenze 
p^ = P, längs der der Gasdruck verschwindet. Ge-
strichelt sind angegeben die Kurven q (Dichte) 
= const, strichpunktiert die verschiedenen Ent-
artungsgrenzen. Rechts unterhalb der Entar tungs-
grenze fü r die freien Elektronen, bis zur Ordinate 
P = 1029, ist der Druck eine prakt isch eindeutige 
Funktion der Elektronendichte und damit bei ge-
gebener chemischer Zusammensetzung der Mas-
sendichte. Hinsichtlich der Zusammensetzung ist 
angenommen, daß es sich überwiegend um Helium 
handelt. Die Druck-Dichte-Beziehung f ü r Ent-
ar tung ist an der Abszissenachse angegeben. Ober-
halb von P = 1029 ist die Bildung von Neutronen 
energetisch günstig, weil die Nullpunktsenergie 
der freien Elektronen größer ist als der Energie-
unterschied der Ruhmassen von Proton und Neu-
tron. Das Diagramm enthält noch die Entar tungs-
grenzen f ü r Protonen und Heliumkerne sowie die 
Grenze, bei der die mittlere Geschwindigkeit der 
freien Elektronen vergleichbar mit der Lichtge-
schwindigkeit wird („relativistische Entar tung") . 

Die Transportgleichung der Energie lautet im 
Falle stabiler Schichtung bei Kugelsymmetrie (r 
Abstand vom Sternmittelpunkt) 

dT 
+ erg c m / s e c - 1 , (1) 

wo X der gewöhnliche Wärmeleitungskoeffizient 
undXß der entsprechende Koeffizient f ü r die Strah-
lung ist (vgl. H u n d 4 ) . Eine Anzahl von Kurven 
X und X R = const sind eingetragen, die ersteren 
auf Grund der Arbeiten von K o t h a r i 5 , deren 
numerische Resultate nur im Hinblick auf die 
anders vorausgesetz te chemische Zusammen-
setzung modifiziert wurden, unter Berücksichti-
gung der Diskussion bei H u n d 4 . F ü r X^ wurde 
die von Hund benutzte Näherung übernommen; 
dies läuft etwTa auf einen Korrek tur fak tor zum 
Kramersschen Gesetz von « 1/40 h inaus („Guil-
lo t inefaktor" « 40), der f ü r den Tempera tu r -
Druckbereich nahe der Entar tungsgrenze ange-
messen ercheint0 . Man erkennt, daß der Bereich, 

[1936] ist zu beachten, daß diese letzteren die Atmo-
sphäre als Druckeinheit voraussetzen. 

s K o t h a r i , Philos. Mag. J. Sei. 13, 361 [1932]; 
Monthly Notices Roy. astronom. Soc. 93, 61 [1932], 

6 S t r ö m g r e n , Z. Astrophysik 4, 118 [1932]; 
M o r s e , Astrophysic. J. 92, 27 [1940]; B i e r m a n n , 
Z. Astrophysik 22, 244 [1943]. Nahe der Entartungs-
grenze wird der relative B e i t r a g der frei-frei-Über-
gänge immer größer; diese allein geben einen Guil-
lotinefaktor 196. 
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in dem X > llR ist, bei diesen Temperaturen etwas 
in den nichtentarteten Teil des Zustandsdiagramms 
übergreif t (vgl. H u n d 4 ) . 

Die Transportgleichung, mit der hydrostatischen 
Gleichung kombiniert, liefert (<R Gaskonstante pro 
Mol, n mittleres Molekulargewicht, G Gravitations-
konstante, M Masse des Sterns) 

d log T _ P H 1 
~dhg~P_~T (A + Ä ) Je 

(2) 
_ yP <R L 1 
~ (RoT fiM (A + ' 

Der erste Fak to r ist l inks und oberhalb der Ent-
ar tungsgrenze = 1. Im Entartungsgebiet ist er kon-
stant längs Geraden, die parallel zur Entartungs-
grenze verlaufen, und zwar f ü r P — const ~ 1/T. 
Der zweite Fak to r ist numerisch = 10+14-0. Der 
dritte Fak tor beträgt f ü r die Sonne und n = 4/3 
(2 X ionisiertes Helium) etwa 1,4, f ü r die hier be-
trachteten Sterne also 10—4 ( fü r einen Unterschied 
der absoluten Helligkeit von 10m) bis zu 10 _ 6 . 

F ü r einen Stern mit L/\lM = 10~'4>6 wird fü r 

d\ogP(R d\ozT 1 

dlog P ~ 4 UDd Tl^P = 1-

Diesen wollen wir im folgenden als Beispiel ins 
Auge fassen; die entsprechenden Modifikationen 
fü r andere Werte von L/\lM ergeben sich da raus 
ohne Schwierigkeit. 

Die Abb. 1 enthält ferner noch die Punkte, welche 
der mittleren Photosphäre der Sonne und der be-
nachbarten Hauptreihensterne (linke untere Ecke) 
sowie der überdichten Zwerge entsprechen (schraf-
fierter Bereich). F ü r gleiche Photosphärentempe-
ra tur und gleiche chemische Zusammensetzung 
der Atmosphäre ist der Druck in einer fest an-
genommenen optischen Tiefe der Ordnung 1 — Vg. 

Endlich ist eingetragen eine Adiabate f ü r ein 
einatomiges Gas. Die Adiabaten sind wichtig 
wegen des Einflusses, den der konvektive Mecha-
nismus des Energietransports auf die Schichtung 
haben kann. Dieser Mechanismus ist f ü r die Was-
serstoffkonvektionszone (WKZ) — die Schicht, 
in der die lonisationsenergie des Wassers toffs das 
Verhältnis der spezifischen Wärmen c„ und cv 

merklich herabdrückt und dadurch die Schichtung 
instabil macht, — untersucht worden durch H. 



S i e d e n t o p f 7 und durch den Verf.8. Es zeigte 
sich folgendes. Im Fal l der Sonne ist die Dichte 
in der W K Z wahrscheinlich schon so groß, daß 
der Energietransport durch Konvektion den größ-
ten Teil des aus dem Innern kommenden Energie-
flusses vom Betrage 6,3 -1010 erg/cm2 sec überneh-
men kann. Der Temperaturgradient sollte daher 
den adiabatischen nicht wesentlich übersteigen. 

Quantitativ hängt die Adiabasie der bewegten 
Turbulenzelemente und damit die relative Bedeu-
tung des Strahlungstransportes und des konvek-
tiven Transpor t s ab von dem Ausdruck 

H <R H 

c qTv 
V -P PGV 

Hier bedeuten: Hs den Energiefluß durch Strah-
lung (maximal gleich dem beobachteten Energie-
fluß an der Oberfläche H), cp die spezif. Wärme 
pro Gramm bei konstantem Druck, q die Dichte. 
T die Temperatur, die Gaskonstante, p. das mitt-
lere Molekulargewicht, p G den Gasdruck und v 
die Geschwindigkeit der Turbulenzelemente. Je 
größer der Nenner ist im Verhältnis zum Zähler, 
desto effektiver ist der turbulente Mechanismus. 
Nun ist f ü r Sterne gleicher Fa rbe H konstant, 

Abb. 2. Weggle ichung und K u r v e n 
dlogpK 

d log P 

während pG in erster Näherung ~ V g ist; v (bei 
der Sonne einige km/sec) ändert sich nur langsam 
mit dem Radius R. lm Vergleich zur Sonne ändern 
sich daher die Verhältnisse etwa ~ 1 /R zugunsten 
des konvektiven Transports . Man darf daher mit 
Sicherheit annehmen, daß die W K Z und die an-
schließende Heliumkonvektionszone dieser Sterne 
adiabatisch geschichtet sind und daß überhaupt 
der adiabatische Temperaturgradient nirgends in 
diesen Sternen überschritten wird. Hierbei ist f ü r 
die Oberflächenzone (anders als f ü r das Innere) 
al lerdings die gleiche chemische Zusammen-
setzung (nämlich Überwiegen des Wassers tof f -
anteils nach Atomzahlen) wie f ü r die Hauptreihen-
sterne angesetzt. Fal l s diese Voraussetzung, die 
an anderer Stelle diskutiert werden wird, nicht zu-
trifft, ist der Druck in der Photosphäre anders 
(vermutlich niedriger). 

Es ergibt sich also, daß der adiabatische Tem-
peraturgradient zwar beliebig unterschrit ten wer-
den kann, daß Überschreitungen aber n u r in ge-
ringem Ausmaß vorkommen sollten. 

Der Wert von (d log p,R /d log P ) a d ist f ü r ein ein-
atomiges Gas 8/5. In den Hauptionisationsberei-
chen der häufigsten Elemente ist der Wer t kleiner, 

und zwar ist die Erniedr igung 
um so s tärker , je s tärker sich 
die Zahl der freien Elektronen 
pro Gramm Materie mit der 
Temperatur ändert und je grö-
ßer der Abstand von der Ent-
ar tungsgrenze ist. F ü r das 
vorliegende Problem ist die ge-
nauere Fest legung der Adia-
baten und des Drucks in der 
Photosphäre, wie sie etwa fü r 
die Sonne durchgeführ t wer-
den mußte, nicht erforderlich, 
da sich zeigen wird, daß die zu 
ziehenden Schlußfolgerungen 
nicht davon abhängen. 

W i r haben nun alle Mittel zur 
Verfügung, um den Verlauf der 
Weggleichung in der log P -

Pr -Ebene zu ermitteln". 
7 H. S i e d e n t o p f, Astron. Nachr. 

247, 297 [1932]; 255, 157 [1935]. 
8 L . B i e r m a n n , Astron. Nachr. 

264, 395 [1938]; Z . A s t r o p h y s i k 
21. 320 [1942]; 22, 244 [1943]. 

9 Vg l . hierzu etwa den Bericht 
des Verf . in Ergebn. exakt. Na-
turwiss. 21, 1 [1945]. 

konstant. 



Als Beispiel betrachten w i r (wie schon bemerkt) 
einen Stern mit L/\IM = IO- 4 ' 6 . F ü r diesen gilt 

dlogpy _ fxP 

bzw. 
d log P 

d log Pß 

101Q 

<RqT (/• + V 

dlogp. 

(3) 

(3 a) 
d log P \ d log P /ad ' 

fal ls dieser letztere Differentialquotient der klei-
nere ist. 

Die durch Gl. (8) gegebenen Differentialquotien-
ten t ragen wi r nun als Doppelpfeile in ein Dia-
gramm mit den gleichen Koordinaten ein (Abb. 2), 
und z w a r sind eingetragen zunächst einige Doppel-
pfeile der Steigung 1, die im nichtentarteten Be-
reich gegeben sind durch X + 1R = 1010, im ent-
arteten Bereich des Diagramms durch die Schnitte 
der Geraden [ iP / f tq T = const mit den Kurven 
X = const. D a r ü b e r s ind eingetragen eine Anzahl 
Doppelpfeile (dlogp^/d l o g P ) = 1/10, und darunter 
solche mit (d log p,R/d l o g P ) = 1 0 . I m entarteten Be-
reich sind außerdem noch zwei Doppelpfeile mit 
(d logpß/d l o g P ) = 1 / 3 dargestellt, um den Verlauf 
der Weggle ichung besser beurteilen zu können. 

D a s Diagramm zeigt, daß im nichtentarteten Be-
reich die Weggle icbung ziemlich genau längs einer 
Kurve X(ff = const ver laufen muß, und zwar fast 
unabhäng ig von dem speziellen Verlauf in Ober-
f lächennähe; die verschiedenen speziellen Lösun-
gen der Different ialgleichung konvergieren sehr 
rasch zu wachsenden Drucken hin, vor allem im 
Bereich oberhalb X ß = 1 0 1 0 . Aus diesem Grunde 
kommt es auf den präz isen Wer t des Drucks in der 
Pho tosphäre nicht an. Im Bereich unterhalb der 
Kurve X^ = 1010 verhindert zwar die Konvektion, 
daß der Wer t (3 a) überschri t ten wird. Dies bedeu-
tet aber nur , daß die Weggleichung höchstens noch 
tiefer als gezeichnet, d. h. zu niedrigeren Tempe-
ra tu ren hin, ver laufen kann. Im Fal le exakter 
Gültigkeit des Kramersschen Gesetzes gilt, wie be-
kannt , JJ rj-

a l S ° 11 
— — = , = const, 
d log P 17 

und die Weggle ichung folgt der Geraden 

Im entarteten Gebiet nähert sich offenbar die 
Weggle ichung einer Isotherme. Analytisch gilt 
mit X = Cj q T 

Cl 
1 h*k2 1 7,4 • 10d 

16 e4 m2 n mR Z In (1 + QJ) 2 n In (1 + ' 

„-2/3 h2 35/3 

a 0 

dT 

Ö0 m e 2 Z2I6 

[1 

N 1 1 * = 0,33 01/3, e ' - ' 

1 

mit 

bzw. 

dP ~ 4 ji G ix M c o2 T 
= lO" 1 ' 2 • 1 

Q2 T 

P — 2,3 • 1 0 — 2 7 V 5 ^ 3 = I0 1 2 ' 6 0 o 5 / 3 
' e c 

o 2 = KT"15'0 P 6 / 5 . 

Dies gibt (der S tern* bezeichnet Wer te an der Ent-
ar tungsgrenze) 

dP . . . . . . . . I 

)> 7'r?7'=1013 '8-
P 6 5 ' T 

also als Grenztemperatur im Inne rn etwa 106-0 Grad 
(7* zu lO5-7, P * z u 1014>3 angenommen). 

Ergänzend sei h ie rzu bemerkt1 0 , daß, solange 
n u r die Ionen nichtentartet sind, auch bei nicht-
relativistischer E n t a r t u n g der Elektronen 

<* l ogiM _ 8 
d log P I 5 

ist, bei relativistischer E n t a r t u n g der Elektronen 
D L O S P < R \ = 2 

d log P I ad 

Der angenommene Stern hätte nun eine mittlere 
Dichte von etwa 10", also eine Mittelpunktsdichte 
von annähernd 109 (Polytropenindex schon fast 3). 
Das erste Diagramm zeigt dann, daß in den inneren 
Teilen des Sterns auch die He-Kerne entartet sein 
müssen. Die He-Kerne sind die leichtesten Teil-
chen, welche Bose-Entar tung zeigen. 

Um zu erkennen, bis zu welcher Leuch tkra f t 
En t a r tung der He-Kerne zu e rwar ten ist, betrach-
ten wi r den Fa l l LI\lM = 10—2'6. In diesem Fa l l 
folgt die Weggle ichung der Linie 1,R = 1012 bis zur 
Entar tungsgrenze , die bei T = 106,5 oder 106>6 er-
reicht wird. Bis zum Mittelpunkt steigt die Tem-
pera tur bis auf etwa 106>9 oder 107>0. Die Mittel-
punktsdichte wird nun aber n u r etwa 105 betragen 
(Polytropenindex wenig über 3/2), es ist also nicht 
mit E n t a r t u n g der He-Kerne zu rechnen. Es scheint 
danach, daß die Grenzleuchtkraf t , bei der noch ge-
rade im Mittelpunkt E n t a r t u n g der He-Kerne ein-
tritt, etwa bei LI\lM = 10—4 liegen wird. 

10 S. den Bericht des Verf . „Der innere Aufbau der 
Sterne" in Bd. 20 der FIAT-Review'(„Naturforschung 
und Medizin in Deutschland 1939—1946"), im Er-
scheinen. 


