INNENTEMPERATUREN DER UBERDICHTEN ZW’ERGJ‘Z

o1 v aZ
=g

aZ

<1

von Kramers,wenn noch >1 vorausgesetzt wird.

Zur Darstellung des Funktionsverlaufs von g”
in Abhéngigkeit von « Z /8 spalten wir (33) auf in

- V3 v

gfsz{lnM +¢}, (34)
g

wobei

7

aZ

):C—{— Rewy(i|nl)

=y ml*
EPAR TSR
n=1
Man kann leicht einige Werte von @ berechnen
und erhélt dann die in Abb. 1 wiedergegebene
Kurve. Zum Vergleich ist die entsprechende klas-
sische Kurve
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mit eingezeichnet. Man erkennt beispielsweise, daf
die klassische Formel noch bis zu ziemlich klei-
nen Werten von «Z/@3 praktisch giiltig ist; die
Abweichungen sind fiir 2Z /8 =1 noch kaum
merklich. Dieser Wert entspricht etwa der Strah-
lung der Milchstrale. Man hat bei ihrer Berech-
nung also konsequenterweise nicht die Gaunt-
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Mauesche Formel, sondern die klassische zu ver-
wenden. Hierauf wird in einer Berichtigung zu
Unsolds Arbeiten iiber die Theorie der Radio-
frequenzstrahlung ** néher eingegangen.
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Abb. 1. Zur Abhingigkeit des Wirkungsquerschnitts
zZ
von o Z/f. Ausgezogene Kurve & = Re w(i GT)-{- C;

gestrichelte Kurve ® = InaZ/f + C.

Die vorstehenden Rechnungen sind im Anschlufl an
Geheimrat Sommer felds Arbeiten iiber das konti-
nuierliche Rontgenspektrum entstanden. Der Verf. er-
laubt sich daher, sie seinem verehrten Lehrer in dank-
barer Erinnerung an seine Miinchener Studienzeit zum
80. Geburtstage zu widmen.

% G.Burkhardt, G.Elwert u. A.Unsold,
Z. Astrophysik, im Erscheinen.

Die Innentemperaturen der {iberdichten Zwerge und das Auftreten
von Bose-Entartung

Von LubpwIG BIERMANN
Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 3a, 481—485 [1948]; eingegangen am 4. August 1948)

Die Temperatur des Inneren der iiberdichten Sterne unterhalb der Hauptreihe im
Farbenhelligkeitsdiagramm wird mit den Mitteln der Theorie des Sternaufbaus unter-
sucht. Fiir die Sterne sehr geringer Leuchtkraft (< 10—# derjenigen der Sonne) finden
sich Werte um 1 Million Grad. Im Verein mit der iiberaus hohen Dichte bewirkt dies Ent-
artung (im Sinne der statistischen Mechanik) nicht nur der freien Elektronen, sondern

auch der leichtesten Atomkerne.

Bis vor etwa zehn Jahren waren nur wenige
iiberdichte Sterne bekannt, die damals als
.weille Zwerge™ bezeichnet wurden, da samtliche
untersuchten Exemplare eine Oberflichentempera-
tur von etwa 8000° oder mehr aufwiesen. Inzwi-
schen! hat man aber unter den Sternen grofer

Eigenbewegung eine gréfere Anzahl absolut sehr
lichtschwacher Sterne aller Farben gefunden, so
daf die frithere Bezeichnung offenbar nicht mehr
anwendbar ist. Da ihr wesentliches Charakteristi-

1 S. Bericht in der Himmelswelt 55, 80 [1947] (nach
Luyten, Monthly Astronom. Newsletters 31).
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kum die iiberaus hohe Dichte ist (iitberaus hoch im
Vergleich zur Dichte irdischer Stoffe), seien sie
hier als ,,iiberdichte Zwerge* bezeichnet.

Um einen quantitativen Anhalt fiir die vorkom-
menden Dichten zu gewinnen, bemerken wir, daf}
in allen Fillen. wo es sich um Glieder eines
Doppelsternsystems handelt, die Massen sich zu
grofenordnungsmibig einer Sonnenmasse M ¢ er-
geben haben (meist /2 bis 1 M)). Auch dieTheorie
des inneren Aufbaus verlangt fiir Sterne dieser
Dichten Massen um 1 M o *; sonst ist kein hydro-
statisches Gleichgewicht mdglich. Der Unterschied
der absoluten Helligkeit gegen die der Sonne be-
" tragt oft um 10m und anscheinend in Einzelféllen
his zu 15m. Dies ergibt bei gleicher Farbe ein Ver-
hiltnis der Radien R von 1:100 bzw. 1:1000, mitt-
lere Dichten der Ordnung 106 bzw. 109 (die mitt-
lere Dichte der Sonne betréigt 1.4 g/cm3) und Werte
der Schwerebeschleunigung g an der Oberfliche
von 104—106 g (95 =2.7-10% cm/sec?).

Fiir die Beurteilung des physikalischen Zu-
stands dieser Sterne, insbesondere im Hinblick auf
das Auftreten von Entartung (im Sinne der stati-
stischen Mechanik)? der Atomkerne und von Kern-
prozessen, ist es nun wichtig, ihre Innentempera-
turen zu kennen. Die Untersuchung der zunéchst
bekannten weiben Vertreter dieser Klasse fiihrte
auf Temperaturen der Ordnung 107 Grad. Der
Temperaturanstieg von der Oberflichentempera-
tur bis zur Innentemperatur erfolgt praktisch ganz
in der diinnen, nicht entarteten Aufenzone des
Sterns. Sobald die Entartung einsetzt, wird die
Wirmeleitfihigkeit der freien Elektronen so grof.
daB man nahezu isotherme Verhiltnisse hat.

Die genannten Untersuchungen der Tempera-
turverhiltnisse bezogen sich auf Sterne vom Typus
der zuerst bekannten iiberdichten Zwerge, fiir die
etwa der Begleiter des Sirius als Prototyp gelten
mag. Fiir die Sterne geringerer Leuchtkraft
andern sich die Verh#ltnisse aber sehr erheblich.

Um einen vollstindigen Uberblick iiber die
Druck-Temperatur-Beziehung (,,Weggleichung*)
in den AuBeren Teilen der Sterne zu bekommen,
betrachten wir zunichst das Diagramm Abb. 1 mit
den Koordinaten log P (P Gesamtdruck) und
log pp (bzw. logT; pg ist der Strahlungsdruck.

2 S, hierzu Chandrasekhar, Introduction to
the Theory of Stellar Structure, Chicago 1938.

3 Sommerfeld, Z. Physik 47, 1 [1928]; Fowler,
Monthly Notices Roy. astronom. Soc. 87, 114 [1926].

4 Beim Vergleich mit den entsprechenden Diagram-
men bei Hund, Ergebn. exakt. Naturwiss. 15, 189

L. BIERMANN

T die Temperatur). Die Drucke sind in dyn/cm?
gerechnet *. Eingetragen ist links oben die Grenze
pe = P, lings der der Gasdruck verschwindet. Ge-
strichelt sind angegeben die Kurven ¢ (Dichte)
= const, strichpunktiert die verschiedenen Ent-
artungsgrenzen. Rechts unterhalb der Entartungs-
grenze fiir die freien Elektronen, bis zur Ordinate
P =1029, ist der Druck eine praktisch eindeutige
Funktion der Elektronendichte und damit bei ge-
gebener chemischer Zusammensetzung der Mas-
sendichte. Hinsichtlich der Zusammensetzung ist
angenommen, daf} es sich iiberwiegend um Helium
handelt. Die Druck-Dichte-Beziehung fiir Ent-
artung ist an der Abszissenachse angegeben. Ober-
halb von P =1029 ist die Bildung von Neutronen
energetisch giinstig, weil die Nullpunktsenergie
der freien Elektronen gréfer ist als der Energie-
unterschied der Ruhmassen von Proton und Neu-
tron. Das Diagramm enth&lt noch die Entartungs-
grenzen fiir Protonen und Heliumkerne sowie die
Grenze, bei der die mittlere Geschwindigkeit der
freien Elektronen vergleichbar mit der Lichtge-
schwindigkeit wird (,,relativistische Entartung®).

Die Transportgleichung der Energie lautet im
Falle stabiler Schichtung bei Kugelsymmetrie (r
Abstand vom Sternmittelpunkt)

’ a1

wo » der gewohnliche Wirmeleitungskoeffizient
und ), der entsprechende Koeffizient fiir die Strah-
lung ist (vgl. Hund*). Eine Anzahl von Kurven
% und A,= const sind eingetragen, die ersteren
auf Grund der Arbeiten von Kothari?® deren
numerische Resultate nur im Hinblick auf die
anders vorausgesetzte chemische Zusammen-
setzung modifiziert wurden, unter Beriicksichti-
gung der Diskussion bei Hund®* Fiir A, wurde
die von Hund benutzte N&herung iibernommen:
dies lduft etwa auf einen Korrekturfaktor zum
Kramersschen Gesetz von =~ 1/40 hinaus (,,Guil-
lotinefaktor® ~ 40), der fiir den Temperatur-
Druckbereich nahe der Entartungsgrenze ange-
messen ercheint®. Man erkennt, dall der Bereich,

[1936] ist zu beachten, daB diese letzteren die Atmo-
sphiire als Druckeinheit voraussetzen.

5 Kothari, Philos. Mag. J. Sci. 13, 361 [1932];
Monthly Notices Roy. astronom. Soc. 93, 61 [1932].

e Stromgren, Z. Astrophysik 4, 118 [1932];
Morse, Astrophysic. J. 92,27 [1940]; Biermann,
Z. Astrophysik 22, 244 [1943]. Nahe der Entartungs-
grenze wird der relative Beitrag der frei-frei-Uber-
giinge immer grofer; diese allein geben einen Guil-
lotinefaktor 196.

1

ergem Zsec” ', (1)



INNENTEMPERATUREN DER UBERDICHTEN ZWERGE

483

80

9qr—

4 ! I
1 | J
i J
[~
g| !y
8 /o
s/
/
Ei /! E’.
i/ 3
& /./ =
Q
< qf/' g
$ VAR, Q Y
S/ K&/ N 5
ARG § g
NS Q N
MRV N
S R N
ARV 8
: VA g
3 7/ Eis S
: VAR
I : X 3]
: A 1T
: / e
; / §I%
H 3 2R
' 5
i s
i i log o —>
12 &y 77 92 17 727 128 134
1 | { i 1 U I 1
7 20 a5 N/
< lag Playnfem ] —
Abb. 1. Zustandsdiagramm.
in dem A >}, ist, bei diesen Temperaturen etwas d log pg dlogT
in den nichtentarteten Teil des Zustandsdiagramms dlog P~ & mnd dlog P =1.

ibergreift (vgl. Hund?).

Die Transportgleichung, mit der hydrostatischen
Gleichung kombiniert, liefert (R Gaskonstante pro
Mol, p. mittleres Molekulargewicht, G Gravitations-
konstante, M Masse des Sterns)

dlogT P H 1
dlogP — T (A+44p) go

)]
w P R L 1

TRoT 4G wM (it

Der erste Faktor ist links und oberhalb der Ent-
artungsgrenze = 1. Im Entartungsgebiet ist er kon-
stant langs Geraden, die parallel zur Entartungs-
grenze verlaufen, und zwar fiir P = const ~ 1/T.
Der zweite Faktor ist numerisch = 10+14.9, Der
dritte Faktor betrdgt fiir die Sonne und p =4/3
(2 X ionisiertes Helium) etwa 1,4, fiir die hier be-
trachteten Sterne also 10—# (fiir einen Unterschied
der absoluten Helligkeit von 10m) bis zu 10—¢.

Fiir einen Stern mit L/uM =10—%6 wird fiir
(A +2,) =101

Diesen wollen wir im folgenden als Beispiel ins
Auge fassen; die entsprechenden Modifikationen
fiir andere Werte von L/uM ergeben sich daraus
ohne Schwierigkeit.

Die Abb.1 enthélt ferner noch die Punkte, welche
der mittleren Photosphére der Sonne und der be-
nachbarten Hauptreihensterne (linke untere Ecke)
sowie der tiberdichten Zwerge entsprechen (schraf-
fierter Bereich). Fiir gleiche Photosphédrentempe-
ratur und gleiche chemische Zusammensetzung
der Atmosphire ist der Druck in einer fest an-

genommenen optischen Tiefe der Ordnung1 ~ V'g.

Endlich ist eingetragen eine Adiabate fiir ein
einatomiges Gas. Die Adiabaten sind wichtig
wegen des Einflusses, den der konvektive Mecha-
nismus des Energietransports auf die Schichtung
haben kann. Dieser Mechanismus ist fiir die Was-
serstoffkonvektionszone (WKZ) — die Schicht,
in der die Ionisationsenergie des Wasserstoffs das
Verhéltnis der spezifischen Wérmen ¢, und ¢,
merklich herabdriickt und dadurch die Schichtung
instabil macht, — untersucht worden durch H.
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Siedentopf” und durch den Verft. Es zeigte
sich folgendes. Im Fall der Sonne ist die Dichte
in der WKZ wahrscheinlich schon so grofl, dafl
der Energietransport durch Konvektion den grof-
ten Teil des aus dem Innern kommenden Energie-
flusses vom Betrage 6,3-101° erg/cm? sec iiberneh-
men kann. Der Temperaturgradient sollte daher
den adiabatischen nicht wesentlich iibersteigen.

Quantitativ hingt die Adiabasie der bewegten
Turbulenzelemente und damit die relative Bedeu-
tung des Strahlungstransportes und des konvek-
tiven Transports ab von dem Ausdruck

H

s

R M

¢,0 To e, pgv

Hier bedeuten: H, den Energieflul durch Strah-
lung (maximal gleich dem beobachteten Energie-
fluf an der Oberfliche H), ¢, die spezif. Wirme
pro Gramm bei konstantem Druck, e die Dichte,
T die Temperatur, R die Gaskonstante, y das mitt-
lere Molekulargewicht, p; den Gasdruck und v
die Geschwindigkeit der Turbulenzelemente. Je
grofer der Nenner ist im Verhiltnis zum Zéhler,
desto effektiver ist der turbulente Mechanismus.
Nun ist fiir Sterne gleicher Farbe H, konstant,

L.BIERMANN

wiéhrend p in erster Naherung ~ Vg ist; v (bei
der Sonne einige km/sec) @ndert sich nur langsam
mit dem Radius R. Im Vergleich zur Sonne &ndern
sich daher die Verhéltnisse etwa ~ 1/R zugunsten
des konvektiven Transports. Man darf daher mit
Sicherheit annehmen, daf die WKZ und die an-
schliefende Heliumkonvektionszone dieser Sterne
adiabatisch geschichtet sind und dal tberhaupt
der adiabatische Temperaturgradient nirgends in
diesen Sternen iiberschritten wird. Hierbei ist fiir
die Oberflichenzone (anders als fiir das Innere)
allerdings die gleiche chemische Zusammen-
setzung (nédmlich Uberwiegen des Wasserstoff-
anteils nach Atomzahlen) wie fiir die Hauptreihen-
sterne angesetzt. Falls diese Voraussetzung, die
an anderer Stelle diskutiert werden wird, nicht zu-
trifft, ist der Druck in der Photosphére anders
(vermutlich niedriger).

Es ergibt sich also, dafl der adiabatische Tem-
peraturgradient zwar beliebig unterschritten wer-
den kann, daB Uberschreitungen aber nur in ge-
ringem Ausmafl vorkommen sollten.

Der Wert von (d log p,/d log P) 4 ist fiir ein ein-
atomiges Gas 8/5. In den Hauptionisationsberei-
chen der hiufigsten Elemente ist der Wert kleiner,

und zwar ist die Erniedrigung

N
logpe—= &

-

X X X

35

algpe 1
dlggP 10

Weggleichung

um so stidrker, je stidrker sich
die Zahl der freien Elektronen
pro Gramm Materie mit der
Temperatur dndert und je gro-
Ber der Abstand von der Ent-
artungsgrenze ist. Fir das
vorliegende Problem ist die ge-
nauere Festlegung der Adia-
baten und des Drucks in der
Photosphire, wie sie etwa fiir
die Sonne durchgefithrt wer-
den mubBte, nicht erforderlich.
da sich zeigen wird, daB die zu
ziehenden Schlulifolgerungen
nicht davon abhéngen.

Wir haben nun alle Mittel zur
Verfiigung, um den Verlauf der
Weggleichung in der logP-
log p, - Ebene zu ermitteln®.

“H.Siedentopf, Astron. Nachr.
247, 297 [1932]; 255, 157 [1935].
8 L.Biermann, Astron. Nachr.
264, 395 [1938]; Z. Astrophysik

dlog pp

Abb. 2. Weggleichung und Kurven

dlog P

25 logP—> 21, 320 [1942]; 22, 244 [1943].
® Vgl. hierzu etwa den Bericht
des Verf. in Ergebn. exakt. Na-

kanstaut. turwiss, 21, 1 [1945].
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Als Beispiel betrachten wir (wie schon bemerkt)
einen Stern mit L/uM = 10—46, Fiir diesen gilt

dlong__ wP 1010 ®)
dlog P~ RoT (%+ 4p)
vAY: 71 dl
dlo o
e _(dlen) g,
d log P dlog P /ad

falls dieser letztere Differentialquotient der klei-
nere ist.

Die durch GI. (3) gegebenen Differentialquotien-
ten tragen wir nun als Doppelpfeile in ein Dia-
gramm mit den gleichen Koordinaten ein (Abb.2),
und zwar sind eingetragen zunéchst einige Doppel-
pfeile der Steigung 1, die im nichtentarteten Be-
reich gegeben sind durch A +3, =101°, im ent-
arteten Bereich des Diagramms durch die Schnitte
der Geraden wP/ReT = const mit den Kurven
) = const. Dariiber sind eingetragen eine Anzahl
Doppelpfeile (dlogp,/dlog P)=1/10,und darunter
solche mit (d log p,/d log P) =10.Im entarteten Be-
reich sind auflerdem noch zwei Doppelpfeile mit
(dlogpg/dlog P)=1/3 dargestellt, um den Verlauf
der Weggleichung besser beurteilen zu konnen.

Das Diagramm zeigt, daBl im nichtentarteten Be-
reich die Weggleichung ziemlich genau lings einer
Kurve A, = const verlaufen muf}, und zwar fast
unabhéngig von dem speziellen Verlauf in Ober-
flichennahe; die verschiedenen speziellen Losun-
gen der Differentialgleichung konvergieren sehr
rasch zu wachsenden Drucken hin, vor allem im
Bereich oberhalb A,=101° Aus diesem Grunde
kommt es auf den priazisen Wert des Drucks in der
Photosphére nicht an. Im Bereich unterhalb der
Kurve X , =1019 verhindert zwar die Konvektion,
daBl der Wert (3a) iiberschritten wird. Dies bedeu-
tet aber nur, dal die Weggleichung hiéchstens noch
tiefer als gezeichnet, d.h. zu niedrigeren Tempe-
raturen hin, verlaufen kann. Im Falle exakter
Giiltigkeit des Kramersschen Gesetzes gilt, wie be-
kannt,

P T

also
@ log py _ 16 A, = const
dlog P~ 17’ Lo ’

und die Weggleichung folgt der Geraden

17
Y 10
‘e =16 1010,
Im entarteten Gebiet nihert sich offenbar die
Weggleichung einer Isotherme. Analytisch gilt

mit A =¢, 0T
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L W L 74-10°
1716 e4m2,umHZ In(14ad) 2aln(l+dad)’
—23 2 g5
_ T 2 Az _ 1/3
T80 2 728 Ve =0,330'%,
ar_ o« L 1 10-12. 1
dP 470G u M 0192']—_ 2T’

it P=28.10"% N3 — 1080 ;58
o 9
bzw. o?— 10~ 15:0. pbis
Dies gibt (der Stern* bezeichnet Werte an der Ent-
artungsgrenze)
dP , g

p— 3,8 2 8 p—1/5 -
TdT=10" C e T — T8 =10"8 (P15 — p~15y
also als Grenztemperatur im Innern etwa 108, Grad
(7T zu 1057, P,zu 10143 angenommen).

Ergénzend sei hierzu bemerkt'®, daB, solange
nur die Ionen nichtentartet sind, auch bei nicht-
relativistischer Entartung der Elektronen

(dlogp(R) _ 8
ad

‘dlog P 5

ist, bei relativistischer Entartung der Elektronen
dlogp,
(‘dTgP) ad

Der angenommene Stern hétte nun eine mittlere
Dichte von etwa 107, also eine Mittelpunktsdichte
von anndhernd 109 (Polytropenindex schon fast3).
Das erste Diagramm zeigt dann, daf in den inneren
Teilen des Sterns auch die He-Kerne entartet sein
miissen. Die He-Kerne sind die leichtesten Teil-
chen, welche Bose-Entartung zeigen.

Um zu erkennen, bis zu welcher Leuchtkraft
Entartung der He-Kerne zu erwarten ist, betrach-
ten wir den Fall L/uM =10—26. In diesem Fall
folgt die Weggleichung der Linie  , = 1012 bis zur
Entartungsgrenze, die bei T = 10%5 oder 106:¢ er-
reicht wird. Bis zum Mittelpunkt steigt die Tem-
peratur bis auf etwa 1089 oder 107.2. Die Mittel-
punktsdichte wird nun aber nur etwa 103 betragen
(Polytropenindex wenig iiber 3/2), es ist also nicht
mit Entartung der He-Kerne zu rechnen. Es scheint
danach, daf} die Grenzleuchtkraft, bei der noch ge-
rade im Mittelpunkt Entartung der He-Kerne ein-
tritt, etwa bei L/uM = 10—* liegen wird.

10 S, den Bericht des Verf. ,Der innere Aufbau der
Sterne® in Bd. 20 der FIAT-Review (,,Naturforschung

und Medizin in Deutschland 1939—1946), im Er-
scheinen.



